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Q-Differenzen von Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen 
Von Erleh Härtter, Mainz 
1. Neben der Addition von Mengen ~No wurden wiederholt auch Differenzen sol-
cher Mengen betrachtet. Es sind hier u. a. zu nennen Arbeiten von A. Brauer (1945) 
[1], Erdös-Gil (1948) [3], Redei-Renyi (1949) [10], Kasch (1955) [8], Leech (1956) 
[9], Haselgrove-Leech (1957) [7], Wichmann (1963) [12], Sierpinski (1964) [11], 
Härtter (1968) [5], Berekovi (1972) [2], Golay (1972) [4], Härtter-Hofmeister-
Zöllner (1978) [6]. Meistens wurde das Problem behandelt, eine Menge A von natür-
lichen Zahlen mit minimaler Elementeanzahl zu finden, so daß alle Zahlen 1,2, ... , N 
als Differenz zweier Elemente aus A darstellbar sind. Weniger wurde jedoch der 
Frage nachgegangen, Dichteaussagen, wie man sie für die Addition von Mengen 
kennt, auch für Differenzen von Mengen zu gewinnen. Aussagen in dieser Richtung 
finden sich in [11], [5] und [2]. Bei allen diesen Untersuchungen lag im wesentlichen 
folgender Begriff der Differenz zweier Mengen A,B c;;lN"o zu Grunde: 
Definition 1: A-B:={zElNolz=a-b; aEA,bEB}. 
Es sollen hier nun Differenzen zweier Mengen A,B c;;lNo unter einer gewissen Restrik-
tion betrachtet werden; wir geben dazu folgende 
Definition 2: Seien A,B c;;lNo und e ER mit 0< e ~ 1. Dann heißt 
A"QB: = {zElNolz = a-b; aEA, bEB mit b~e a} 
e-Differenz von A und B. 
Im Spezialfall e = 1 erhält man Definition 1, und Definition 2 mit e =! wurde in [5] 
benutzt. 
Einige einfache Eigenschaften der Differenz ,,"Q" seien genannt: 
(1) {O} ist Nullelement für diese Subtraktion. 
(2) a) (AuB)"QC=(AQ"C)u(B"QC); 
b) (AnBhCc;;(AQ"C)n(BQ"C); 
c) A"Q(BuC)=(AQ"B)u(AQ"C); 
d) A"Q (B n C) c;; (A Q" B) n (A Q" C) für alle A, B, C c;;lNo· 
Wir geben hier, da die Beweise ähnlich verlaufen, nur den 
Beweis von (2) a): Sei XE (A u B)"Q C; 
=> x = a - Ci mit a E A, Ci E C und Ci ~ ea oder 
x = b - Cj mit bEB, Cj EC und Cj~eb; 
=> xE(AQ"C)u(B Q"C)' 
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Die umgekehrte Richtung zeigt man ebenso. 
Weiter gilt 
(3) (AilB)"(lC~A"(l(B+C) füralleA,B,C~lNo·l) 
Beweis: Sei x E A il (B + C); 
=> x = a - (b+c) mit aE A, bEB, CE C und b+c~Qa; 
=> x = (a - b) - c mit aEA, bE B, CEC und b~Qa; c~Qa- b~Q (a- b); 
=>xE(AilB)"(lC. 
Bemerkung: Für Q = 1 gilt in (3) das Gleichheitszeichen, wie in [6] gezeigt wurde. 
2. Für die Q-Differenz von Mengen gilt, wie in [5] bemerkt, ein Analogon zum Mann-
schen Satz nicht. Im weiteren sollen zunächst einige Dichteaussagen für Q-Differenzen 
von Mengen, die Analoga zu bekannten Resultaten für die Addition von Mengen 
sind, hergeleitet werden. Der Schlußteil der Arbeit bringt dann einen Satz über Dif-
ferenzminimalbasen. 
Dazu sei für das Folgende cp:IN.....,R+ eine monoton wachsende Funktion mit cp(x)~x 
für alle x E IN und k: = min (1, I ~Q). Wir beweisen zunächst einen 
Hilfssatz: Seien A,B ~lNo und A Q B 1) IN; d. h. es gibt x E IN mit XE A "(l B. Dann gilt 
die Ungleichung2) 
kcp(x) ~ A(x + kcp(x)) - A(x) + B(kcp(x)). 
Beweis: Sei B n [1, kcp(x)] = {b" ... , br }, also B(kcp(x)) = r (r ~ 0)3). Nun betrachten 
wir die Zahlen x + b" ... ,x + b r • Diese sind $ A, denn 
bj ~ kcp(x) ~ kX; 
für Q ~ 1 ist k = 1, also b j ~ x; 
bi1-Q)~bjQ ~ QX; 
bj ~ Q(x + bj ); 
für Q< 1 ist k = 1 ~Q' also bj ~ l~Q X und ebenso bj ~ Q(x+ bj); 
also wäre (x+ bj) - bj = XE A"(lB (j = 1, ... ,r). 
Sei Ä die Komplementärmenge von A. Wegen 1 ~bj~kcp(x) => x<x+ bj~x+ kcp(x); 
=> Ä(x + kcp(x)) - Ä(x) ~ r; 
x + kcp(x) - A(x + kcp(x)) - x + A(x) ~ r, 
woraus man sofort die Behauptung erhält. 
') Dabei ist wie üblich 
B+C: = {zElNolz=b+c; bEB; CEC}. 
2) Dabei bedeutet wie üblich für eine Menge A ~ No 
A(x): = [1 (x ER). 
O<a~x 
aEA 
3) r = 0 bedeutet, daß die Menge leer ist. 
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Diesen Hilfssatz benutzen wir, um einige Dichteaussagen für die g-Differenz zweier 
Mengen A und B herzuleiten; ein Spezialfall mit g = 1 wurde schon in [5] behandelt. 
Satz 1: Seien A, B ~lNo und 
inf A(x+ kcp(x» - A(x) =: a'(g,cp), inf B(kcp(x» =: ß(g,cp) 
x EIN kcp(x) x EIN kcp(x) 
sowie a'(g,cp) + ß(g,cp) > 1. Dann gilt A Q B 21N. 
Beweis: Wäre A Q B 12 IN, dann gäbe es ein x EIN mit XE Ag B. Nach dem Hilfssatz 
wird 
kcp(x) ~ A(x + kcp(x» - A(x) + B(kcp(x» ~ 
~ (a'(g,cp) + ß(g,cp» kcp(x) > kcp(x), 
womit wir einen Widerspruch haben. 
Bemerkung: 1) Im Spezialfall cp(x) = x und g ~ ~ wird 
a'(g,cp) = inf A(2x) x- A(x) und ß(g,cp) gleich der Dichte von B. 
XE IN 
2) Es würde genügen, A ~IN vorauszusetzen. 
Für die nächste Aussage treffen wir folgende 
Definition 3: A,B~lNo heißen asymptotisch gleich 
= es gibt ein N EIN, so daß An [N,:xl[ = B n [N,:xl[. 
Wir schreiben A ~ B. 
Satz 2: Seien A,B ElNo und 
I· A(x + kcp(x» - A(x) - '( ) I' B(x) ~ () -g g,cp, ~ -x- =:Jlsowie g'(g,cp) +./2.> 1. 
x E IN kcp x X E IN 
Dann gilt A Q B ~IN. 
Beweis: Sei g'(g,cp) + Jl = 1 + 2ö (Ö > 0). Zu jedem E> 0 gibt es ein n1 und ein n2, so 
daß gilt 
A(x + kcp(x» - A(x) ~ (!!,(g,cp) - E) kcp(x) für alle x ~ n1 und 
B(kcp(x» ~ m - E) kcp(x) für alle x ~ n2' 
Wäre Ag B +IN, dann gäbe es eine unendliche Menge von Zahlen x E IN mit XE A g B. 
Unter Benutzung des Hilfssatzes erhalten wir 
kcp(x) ~ (g'(g,cp) + ./2. - 2E)kcp(x) für alle x ~ max(n1' n2)' 
Wir wählen nun E<Ö; 
=> kcp(x) > (g'(g,cp) + Jl- 2ö) kcp(x) = kcp(x), 
womit wir einen Widerspruch haben. 
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Bemerkung: 1) Das Beispiel A = {x ElNlx == O(mod 2)} = B zeigt, daß in Satz 2 die 
Ungleichung !!'(Q,cp) + 12> 1 nicht durch !!'(Q,cp) + 12~ 1 ersetzt werden kann. 
2) Auch hier würde es genügen, As;;;1N anzunehmen. 
3. Für das Weitere geben wir folgende Definitionen: Dazu seien M ~ IN und wie bis-
her QE R mit O<Q~ 1: 
Definition 4: As;;;No heißt Q-Differenzbasis für M<o> Ms;;;A"Q A. 
Definition 5: A~lNo heißt asymptotische Q-Differenzbasis für M<o> es gibt ein N EN, 
so daß Mn [N,oo[s;;;AQ"A. 
Definition 6: Sei A Q-Differenzbasis für Mund a E A. Dann bedeutet 
E(a): = {zEMlzct(A\{a})"Q(A\{a})}. 
Entsprechend für asymptotische Q-Differenzbasen. 
Definition 7: Eine Q-Differenzbasis A für M heißt Q-Differenzminimalbasis <0> IE(a)1 
~ 1 für alle a E A; 
eine asymptotische Q-Differenzbasis A für M heißt asymptotische Q-Differenzmini-
malbasis <0> I E( a) I = 00 für alle a E A. 
Für M = {I, 2, ... ,n} sprechen wir von einer Q-Abschnittsdifferenzbasis bzw. einer 
Q-Abschnittsdifferenzminimalbasis für n. 
Offenbar ist in jeder Q-Differenzbasis für eine endliche Menge Meine Q-Differenz-
mininalbasis für Mals Teilmenge enthalten. 
Wir betrachten weiterhin den Fall Q = 1 und setzen A "1 B =: A - B und sprechen 
außerdem kurz von Differenzbasen, asymptotischen Differenzbasen, Differenzmini-
malbasen usw. statt von 1-Differenzbasen, asymptotischen 1-Differenzbasen und 
1-Differenzminimalbasen. Nachdem in [5] schon die Existenz von Differenzminimal-
basen bewiesen worden ist, zeigen wir nun 
Satz 3: Es gibt asymptotische Differenzminimalbasen für jede unendliche Menge 
M = {m, <m2< ... <mn< ... }~IN. 
Beweis: Induktiv konstruieren wir nun eine asymptotische Differenzminimalbasis 
für M. Sei A,: = {ao = 0, a, = m,}. 
Für n~ 1 sei An: = {aO,a"a2 ... } ~lNo schon konstruiert. Wir setzen für 
(I) mn+, E An - An die Menge An+,: = An, und für 
(11) mn+, ct An - An machen wir eine Fallunterscheidung: 
a) Wir setzen A;;+,: = An U {mn+, + aj} mit aj E Am aber nur falls mn+, > 
2 max Am, wobei m der Induktionsschritt ist, bei dem zum letzten Mal nach 
(II)a) verfahren wurde; dann bestimmen wir eine in A~+, enthaltene 
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Differenzminimalbasis An+l für Mn[1,mn+l]; dabei bleibt AmcAn+l. -
Die Menge Al kann hier zum ersten Mal an Stelle von Am auftreten. 
Bei diesem Induktionsverfahren soll aj unendlich oft die Elemente der 
schon konstruierten Mengen etwa nach dem folgenden Schema durch-
laufen: 
ao 
-7-- al a2 ~ a3 a4 ... 
ao / / / / 
t al a2 
a3 ... 
/ / / 
ao al a2 ... 
/ / 
ao ~ al 
b) Sonst setzen wir An+l : = An U {Cn+h Cn+l + mn+l} mit Cn+l > 2 max An. 
00 
Dann bilden wir A: = n):! 1 An. 
Nun ist A nach Konstruktion asymptotische Differenzbasis für M. Ferner ist IE(a)1 > 0 
für alle a E A, denn für aj E An ist nach (11) a) sicher mn+l E E(a), da mn+l = (mn+l + 
aj) - aj wegen mn+l > 2 max Am nach (11) a) eindeutig dargestellt wird. Schließlich ist 
IE(a)1 = 00 für jedes a E A. 
Bemerkung: Da im Induktionsschritt (11) b) jeweils die Wahl zwischen mehreren 
Konstruktionsmöglichkeiten besteht, ist die Klasse der asymptotischen Differenz-
minimalbasen für jede unendliche Menge Mt;;;1N von der Mächtigkeit des Kontinuums. 
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